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Kopsavilkums — Linearas vienadojumu sistémas ir klasiska
skaitlisko metoZu sadala, kas bija zinama jau pirms miisu éras,
sasniedza uzplaukumu 1600-1700 gados, sakara ar sabiedribas
pasiitijumu tehnisko un buivniecibas uzdevumu risinajumiem, bet
nav zaudéjusi aktualitati arT musdienas. Dotaja raksta piedavata
vél viena iterativa pieeja linearo sistému risinaSana, kas saknojas
risindjuma tuvindjuma punkta daudzkartéja parvietoSana
risindjuma virziena, vienlaicigi samazinot visu sistémas
vienadojumu nesaites.

Atslegas vardi — Iterativa pieeja linearam vienadojumu
sisttmam, linearo vienadojumu sistému skaitliskas risinasanas
metodes, pielaujamas vienadojumu sistémas matricas ipasibas,
vienadojumu nesaites mazinasana ka risinajuma procesa pamats.

I. IEVADS
Jauns pieprasijums péc jauniem lidzekliem linearo
vienadojumu sisttmu (LVS) risinaSana radas kopa ar
skaitlo§anas  tehnikas paradiSanos, strauji  attistoties

skaitliskam metodém fizikalo procesu model&sanai, pielietojot
aprekinu apgabala diskretizaciju (sadaliSanu apakSapgabalos)
un diferencialo darbibu aizstasanu tuvinati ar algebriskam.
Atbilstosi galigo diferencu, galigo elementu un to
modifikaciju prasibam tika izstradatas metodes vaji aizpilditu
diagonalmatricu ar izteiktu galveno diagonali risinasanai ar
tieSam un iterattvam metodém [1], [2].
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Tika izstradatas metodes LVS efektivai glabasanai, nemot
vera matricas simetriju pret galveno diagonali gan tieSam, gan
iterativam metodém. P&dgjos gados, ievieSoties jaunam
skaitliskam metodeém (superelementi, robezelementu metode)
paradas nepiecieSamiba risinat LVS ar pilnigi aizpilditu
matricu, ar matricu, kurai nav galvenas diagonales dominantes
[3]. Sadu uzdevumu risina§anai biezi pielieto iterativas
metodes, kas ir attistitas no Gausa-Zeidela metodes [4], [5].
LVS risinasana ar iterativam metodém (pieméram, Gausa-
Zeidela metode) katra soli paredz viena mekl€jama nezinama
korekciju  (skat. 1. aatt.), samazinot viena atseviSka
vienadojuma nesaiti, pie tam pargjie vienadojumi $aja procesa
netieck izmantoti [5]. Lai paatrinatu iterativa procesa
konvergenci metodes tiek papildinatas ar relaksacijas
principiem, kas optimiz€ mainigo izmainas atrumu iterativa
procesa.

Raksta piedavata pieeja saknojas principa vienlaicigi katra
iteracija samazinat visu LVS nesaites, izmainot visu sisteémas
nezinamo vertibas (skat. 1. b att.). Galvenais jautajums ir, ka
organizét iterativo procesu, kas korig€jot nezinamos,

vienlaicigi samazina visu vienadojumu nesaites. Vispirms
apskatisim risinajumu divu vienadojumu sist€mai, tad to
jebkuram

visparinasim galigam  dimensiju  skaitam.
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II. METODES BUTIBA DIVU VIENADOJUMU SISTEMAI

Tiek brivi pienemts risindgjuma sakuma tuvinajums P(x, y).
Var viegli paradit, ka jebkur§ punkts P(x, y) XY plakn€ atrodas
talak no vienadojumu sistémas risindjuma ka P(x,y)
projekcijas uz vienadojumiem (2. att.). No teikta seko, ka
vienadojumu sist€mas risinaSanai var pielietot sekojosu
iterativu procesu (2. att.):
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— tiek atrastas tuvindjuma Pi(x,y) projekcijas uz
vienadojumiem;

—  par jauno tuvingjumu P*1(x*1, *1) tiek nemts viduspunkts
(vidgjais  aritmétiskais), starp punkta Pi(x’, ')
projekcijam uz sist€mas vienadojumiem a un b;

— tuvingjuma korekcija tiek iterativi atkartota.

Iterativas  linearu vienadojumu sist€mas risinajuma
gadijuma punkts P(x, y) tiek parvietots soli pa solim P°(x, y?),
P'(x', )Y, P%(x?,3%)?, .., lidz tiek atrasts stavoklis, kad
risingjuma tuvinajums ir pietiekami tuvs linearu vienadojumu
sistémas risinagjumam R(x, y). Ta ka risinajums R(x, y) tiek
mekléts, tad tuvinajuma kvalitati nakas novertét, pieméram,
ievietojot tuvinato risingjumu vienadojumos un novertgjot
nesaiti, konstatgjot, ka iterativaja procesa tuvinajums vairak
nemainas utt.

Nav griti pieradit, ka:

— normalas sistémas gadijuma, piedavatais iterativais

process katra soli tuvojas atrisinajumam;

— iteraciju rezultata atrisinagjuma tuvinajums nemainis
apgabalu, kura notiek sisteémas risinasana;

— iteraciju procesa konverg€Sanas atrums ir atkarigs no
vienadojumu  sistémas  1pasibam, divdimensiju
gadijuma lenka kuru veido vienadojumi (3. att.);

— ja vienadojumi ir pretrunigi (Itnijas ir tuvas paralélam),
tad process nekonverges un risinajums iegiits netiks;

— atSkirtba no popularam metodém, pieejai nav stingru
prasibu vienadojumu sistémas matricai — nav svariga
galvenas diagonales dominante;

— katra iteracija tiek noteikts piecaugums atrisinajuma
tuvinagjumam, kuram virziens ir tuvs optimalam, bet
garums parasti ir ieveérojami mazaks par optimalo,
nepiecieSams  izstradat  metodes  atrisindjuma
tuvinajuma pieauguma korigéSanai.

3. att. Iterativa procesa atruma atkariba no risinajuma sakuma punkta izvéles.
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III. PIEEJA LIELAKU SISTEMU GADIJUMIEM

Apskatito pieeju viegli
vienadojumu skaitam.

Ta divdimensiju gadijuma geometriski vienadojums ir
taisne, bet nepretruniga vienadojumu sist€ma ir divas taisnes,
kas krustojas, $adi veidojot 4 lenkus. Iterativais risinajuma
process notiek tikai viena lenkT.

Trisdimensiju gadijuma, viens vienadojums geometriski ir
plakne, nepretruniga vienadojumu sistéma ir tris plaknes, kas
visas savstarpgji krustojas. Iterativais risindgjuma process
notiek piramidas iekSieng€, kuras virsmu veido tris plaknu
vienadojumi, tiek mekléta piramidas virsotne. Ir astonas
piramidas, kur tikai viena no piramidam notiek risinajums.

Vairak dimensiju gadijuma vienadojums ir n-dimensiju
hiperplakne, kur # ir vienadojumu sistémas karta.
Nepretruniga vienadojumu sisteéma ir # hiperplaknu kopa, kas
visas savstarpgji krustojas. Iterativais risinajuma process
notiek hiperpiramidas iekSieng, kuras hipervirsmu veido n
hiperplaknu vienadojumi, tiek mekléta piramidas virsotne.
Cetru un vairak dimensiju gadfjuma pétamo objektu grafiski
iedomaties nav iesp&ams, bet saglabajas visas matematiskas
pieejas un formulas.

Jebkura dimensiju skaita gadijuma punkta P(pi, p2, ..., p»),
projekcijas koordinates uz hiperplakni:

pielietot jebkuram galigam

a"xitax2t...+x,-b=0 )

var aprekinat [6] sekojoSi. Plaknes normalvektors
n=(ai, a, ...,a,) ir perpendikulars plaknei, lidz ar to ir
virzienvektors taisnei, kas ir tuvakais attdlums no punkta
P(p1, p2, ..., p») 11dz plaknei, t.i., [idz punkta projekcijai plakng.
Taisnes kanoniskajos vienadojumos ievietojam punkta
P(pi, p2, ..., pn) koordinates:

i—p)/ar=(2—-p)/ar=...=@—py)/an (2)
- taisnes vienadojumu izsaka parametriska forma

(xi—p)/ar=tjebx;=a; - t+pi; 3)
(xz—pz)/azztjebxzzaz “ttpa;

(xn—pn)/an=tjebx,=a, - t+ pa.
- ievietojot xi, X2, ..., X, plaknes vienadojuma ieglstam:
a, X +a, x,+..+ax,+b

t= ] (4)
a1~al+a2~a2 +...taa

n"n

- projekcijas punkta koordinates bils:

Plproj:al "t pi; (5)
P2proj =a- t+p2;

Pnproj =day- t+pn-

40

Jebkura dimensiju skaita gadijjuma jauna tuvinajuma
koordinatu vértiba tiek nemta ka iepriek$gja tuvindajuma
projekciju uz hiperplakném aritmétiskais vidgjais.

IV. OPTIMALA TUVINAJUMA PIEAUGUMA IZVELE
ITERATIVAJA PROCESA

Vienadojumu sistémas risinajuma tuvinajuma izmaina tiesi
pielietojot ieprieks aprakstito pieeju léni konverge (skat.
3. att.), jo iteracijas solT aprékinatas tuvindjuma koordinatu
pieaugums ir mazaks par optimalo (maksimali pielaujamo).

4. att. Maksimali pielaujama sola izvéle kartgja iteracija.

Optimala risinajuma tuvindjuma picauguma noteikSana,
saglabajot aprékinato virzienu, ir patstaviga probléma.
Koeficienta C optimalas vertibas noteikSana prasa lielus
aprékinus un katra soli paredz aprekinat visu vienadojumu
nesaites. Metodika C optimalas vertibas noteikSanai,
nepielietojot lielus aprékinus nav izstradata. Koeficientu C var
noteikt empiriski, pakapeniski palielinot C un aprekinot
vienadojumu nesaites, ja kada vienadojuma nesaite maina
zimi, tad tas nozimé koeficients jau C parsniedz pielaujamo
vertibu. Tapat empiriski noteikts, ka noteikta C optimala
vertiba var tikt pielietota vairakas iteracijas.

Atzimésim, ka palielinot soli var iegiit vél vienu veidu
vienadojumu sist€mas risinasana (5. att.). Galvena risindjuma
ideja ir P'P'"! Ipasiba aptuveni noradit virzienu uz sistémas
atrisinajumu. Lidz ar to katra iteracija notiek virziSanas uz
atrisinajumu, iesp&jams tam, parlecot pari.
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5. att. Risinajuma paatrinasana, lietojot lielu soli.

Gadijuma ja kartgja iteracija parlec pari risindgjumam,
vienalga turpinas risinasanas process cita segmenta (5. att.).
Praktiskai $ada paatrinata algoritma realizacijai ir
nepiecieSami papildus pétfjumi kartgja sola izvele.

V. DAZU PRAKTISKU EKSPERIMENTU REZULTATI

Metodes idejas tika praktiski parbauditas vienkarsa
prototipa programma, kas risina vienadojumu sist€ému lidz 4
vienadojumiem, visi risinajumi tika veikti ar septiniem
zimigiem cipariem. Risinot divu vienadojumu sisteému, tika
konstatéts, ka sakuma tuvinajums mazak, ka tika sagaidits,
ietekm¢ iteraciju skaitu risinasanas procesa (skat. 6. att.).

0 1 2 0] (x] (2] [0
20 2 2| |x2| |-6| |o

S TR I e g ©6)
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022 0 (x4 (2 [0

Ta atrisingjums ir X = {1 0 1 1}. Pie sakuma tuvindjuma
X={111111 11}, atrisinajums tika iegtits 2000 iteracijas.

Ar sakuma tuvinagjumu X = {4350 2222 2222 2222},
atrisinajums tika iegtits 4350 iteracijas.

Ar sakuma tuvinajumu X = {5 —10000 10000000000 0},
atrisinajums tika iegdits 9200 iteracijas.

Ar sakuma tuvinajumu X= {0 10000000000 —10000 5},
atrisinajums  tika ieglts 8250 iteracijas. Arl citos
eksperimentos ir ieglti sagaidamie rezultati.

Tika risinata vienadojumu sistéma (6), kuras diagonales
elementi ir 0.

Another Approach for Solving a System of Linear Equations
Jurijs Lavendels
Riga Technical University, Latvia
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398 iteracijas 376 iteracijas
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1 \ \
6. att. Iteraciju skaita atkariba no sakuma tuvinajuma izvéles.

VI. SECINAJUMI

Ir piedavata v&l viena iterativa pieeja linearu vienadojumu
sistému risinasanai, kas saknojas vienlaiciga visu vienadojumu
nesai$u minimiz&sana. Dota pieeja praktiski neuzliek nekadas
prasibas vienadojumu sisteémai. Veikta metodikas aprobacija,
kas pierada metodes darba spgjigumu, tacu metodes realizacija
katra iteracija prasa véra nemamus izskaitlojumus.
Izskaitlojumu apjoma samazinaSana ir atsevisks p&tfjums.

Ir iegiiti interesanti rezultati, bet darbs vél jaturpina, pieeju
attistot un pilnveidojot.
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